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Opetada matemaatilist mobtet
Opetada matemaatilist motlemist

» Opilased peaksid tegelema matemaatikaga selle sdna otseses
mottes, st aktilvselt otsbma seoseid, iseseisvalt sbnastama ilodistust
ja seejdvel oma tulemusi ka pdhjendama.

» verbid, mis peaksid kirjeldama matemaatilknga aktilvset
tegelemist on: uurima, avastama, jireldama, formuleerima,
Ronstrueerima, seosetd otstma, Lahendama, selgitama, ennustama,
Rirjeldama, thestama ...

Madis Lepik



Rutiinsete matemaatiliste teadmiste omandamineg pole
veel theline matemaatikaga tegelemine.

Lisaks tlesanmmete Lahendanisele peaks 5p£ta ne olenia
_ansotud ko nn matemaatika tegemise protsessi.

Madis Lepik



Uurtmuslike e, avastusope

» Avastusoppe Rorval asendame valmisteadmiste esttamise protsession,
us dpetaja sbnastab probleeml |a suunab fpilaste otsinguprotsesst
probleemi Lahendamisel.

- opllased mptestavad varasematele teadmistele tuginedes Lahtt wust
sttuatsioone, teostavao uurimusliku protsesst ning analidisivad ja
esttavao sandud tulemust.

- Opilased saavad weile |Bukohasel tasemel tidtada sarnaselt
professionanlsete matemaatirut ega luun netle subjeltibvselt uut
teadmlst.

Madis Lepik



Avastusppe Viljakutsen

+ Opetajao tunnevad end sagell ebakindlalt wue Lithenemise juurutamisel,
sest kontroll kelassis totmeuva tile vilheneb.

- Selliste tundide ettevalmistamineg (vithemalt alguses) on dpetaja jaoks
ajamahnuias.

+ Soblvate juhendmaterjalide vithesus. Sobivate tidjuhendite
prodlutseeriming on petajate jaoks suur Lisatss.

+ Opllaste volmalik vastusels - kul uurbmusliku sppeaa alustada, volvad
bpilased tunda vastumeelsust aktilvsesse rolll astumise osas.

* Unrbmuslik dpe on sagell ajamahukas. Kud spilased tse uurivao wmingit
sttuntsioont ja sbnastavad selle pohyal jiveldust, on selleks vaja rohlkem
aega.

Madis Lepik



AU rimunstos
1. Uurimistoo liigid ja eesmirgid

Uurimistdo on dpilase iseseisev tid opetaja juhendamisel.
Uurimistéd kdigus toimub probleemi piistitamine ja selle analiiiisimine/késitlemine.
Uurimistéd koosneb teoreetilisest osast ja uurimuslikust osast. Uurimuslik osa peab
sisaldama Gpilase oma seisukohti ja originaalset materjali.

Uurimistdo voib olla kas teadushik uurimistdé voi praktiline t66.

1.1. Teadusliku uurimistéo liigid
e Uurimus (case study), mille kiiigus probleemile vastuse leidmiseks viiakse libi
andmete kogumine ja nende analiiiis, ning arutletakse, mis tulemustest jareldub
(ndhtustevaheliste seoste uurimine, probleemi péhjuste analiilisimine jm)
e Ulevaade (review) annab iilevaate ja iildistab teiste autorite uurimistulemusi, méirab

probleemi ldbiuurituse seisu ja edasiste uurimisprioriteetide suuna.

Tallinna Prantsuse Litseum
https://tpl.edu.ee/wp-content/uploads/2014/05/Mis-on-uurimistoo.pdf



Vabariigi Valitsuse 28. jaanuari 2010. a médruse nr 13
,,Glimnaasiumi riiklik dppekava”
lisa 12

1.2. Valikaine lithikir jeldus Valikaine ,,Uurimistoo alused”

Valikaine annab algteadmised teadusliku uurimistéd olemusest, meetoditest, etappidest,
struktuurist, vormistamisest ning kaitsmisest. Valikaine koosneb auditoorsetest loengutest ja/voi
e-Oppevormidest, mille jooksul kisitletakse eespool nimetatud teemasid. Lisaks kasutatakse
individuaaldppevormi, mille viltel dpilane koostab koostdos juhendajaga vabalt valitud aine-
valdkonnas uurimistdd, sh uurimistéd annotatsioon: emakeeles ja A-voorkeeles, ning retsensiooni
kaasopilase uurimistéo kohta.

Uurimistdé on eelkdige protsess ja toomeetod, mulle kiigus analiiiisitakse uuritavat probleemi
stistematiseeritud ja asjakohaselt struktureeritud viisil. Todd koostades tuleb jargida teaduslikkust
tagavaid ndudeid. Seega peab uurimistdd teema olema aktuaalne ja too sisu itheselt arusaadav.
Jargida tuleb selektitvsuse, siisteemsuse, tdpsuse ja objektiivsuse pdhimdtteid. Autor peab
krittiliselt kasitlema nit enda kui ka olemasolevaid seisukohti ning kdik esitatud viited peavad
olema argumenteeritud ja toetuma faktidele.

Teaduslikkuse jargimine eeldab kolme sisuliselt eristuva osa olemasolu toos:
1) tilevaade sellest, mida teised on teinud;
2) illevaade oma uurimuse tulemustest ja kasutatud meetoditest,;
3) enda tulemuste vordlus teiste omadega ning jidreldused.
Uurimistdo on uurimisprotsessi konkreetne tulemus ehk kirjalik aruanne, mis kajastab Opilase oskust
1seseisvalt moelda ja sisaldab dpilase oma seisukohti.
https://www.riigiteataja.ee/aktilisa/0000/1327/2925/13275410.pdf



Mille poolest erineb teaduslik uurimus uurimuslikust ajakirjandusest, kriminalistikast

jms?
Teadusliku uurimistoo eesmargid:

e Avastamine ja kirjeldamine
e purgimine sinna, kus keegi veel olnud ei ole
e vaatame, mis juhtub kui...
e uusvaadevanadele, tavalistele asjadele
e avastuste esitamine vormis, mis teeb véimalikuks nendele seletuse otsimise |a kinnituste
leidmine (Binet 1812, |Q test)
e Seletamine, pohjendamine
e muutujate vaheliste seoste leidmine, eesmargiks ennustuste téenaosuse suurendamine
(Kounin, Friesen, Thompson 1966, distsipliin kiassis ja momentum)
e Kinnitamine/ umberiiikkamine, ennustamine

o seletuse/ pohjenduse kontrollimine (validation)

Mart Laanpere ,,Magistritdode seminar”
https://lyitmagister.wordpress.com/2019/03/03/03-03-2019/



II. TOOLE ESITATAVAD POHINOUDED

1. Sisulised nduded

Opilastéodele kehtivad teatud iildtunnustatud kriteeriumid, mille peamised nduded on vilja
toodud jirgnevalt:

a) Onginaalsus. Iga t66 peab sisaldama midagi uut ja esmakordset.

b) Objektiivsus. Jareldusi tuleb teha vastavalt kogutud andmestikule vo1 tuginedes
libiviidud praktikale. Kisitlevasse teemasse tuleb suhtuda erapooletult, mitte
mdjutatuna iildlevinud arusaamadest, kui need pole kooskdlas saadud tulemustega.

c) Toestatavus. Koik esitatud viited peavad olema argumenteeritud ja toetuma faktidele.

NOo Reaalgimnaasium
https://nrg.edu.ee/sites/nrg.edu.ee/files/2024-10/Uurimistoo_koostamise_juhend%202024.pdf



UUS PROBLEEM, IDEE

)a seda MATEMAATIKAS?

Originaalne
Ja joukohane koolidpilasele



matemaatikaalane kitsttlus,
Voistluse/pdgenemistoa Roostamine
VBistluse/itrituse analiis, jilgimine,
Rokkuvttev/ajalooline,

Ulesannete toliimine, Lahendamine



Ulesannete tollkeimine, Lahendamine
vaatame, mis juhtub kut ....

Ulesannete tingimuste muutmine,
Latendamine, iloistamine....
ehk probleemide ringl uurimine



Olgu x ja y positiivsed taisarvud nii, et i + % = %

Leia arvu y suurim voimalik vaartus.

A 40 B 60 C 240 D 420 E 480



: . 1,1_ 1
Olgu x ja y positiivsed taisarvud nii, et —t 5= 20

Leia arvu y suurim voimalik vaartus.

A 40 B 60 C 240 D420 E 480

. ~ . e 1 .., . ~ s .
Lahendus. Arvu y suurimale voimalikule vaartusele vastab — vahim voimalik

Em mm y
vaartus.
1 1 1 .1 ey ~ . “ e 1 .
Kuna ;+ ” = -5 Siis " vahimale voimalikule vaartusele vastab —suurim
vOoimalik vaartus, ja seega x vahim voimalik vaartus.
T | 1 1 1
Nulud = =—--=<— kunay > 0. Seega x > 20.
x 20 y 20

Kuna X on positiivne taisaryv, siis x vahim voimalik vaartus on 21. Kui x = 21,
1 1 1 21-20 1 . .. .

saame — = — — —= = ja jarelikult y = 420.
y 20 21 20-21 420

Seega y suurim voimalik vaartus on 420.




Olgu x ja y positiivsed taisarvud nii, et iz

1
x y 20

Leia arvu y suurim voimalik vaartus.

A 40

B 60 C 240 D420 E 480

: o 1,1_ 1 ,
1) (a)Teisenda vordust —+ 5 =2 avaldades y muutuja x kaudu.
(b) Kasuta saadud seost ja naita et y suurim vdimalik vaartus on 420.
: e . 1,1_ 1, . el
2) Olgu x ja y positiivsed taisarvud nii, et -+ S " 25 Leia y suurim vdimalik vaartus?
: Lo 101 _1 . e
3) Olgu x,y ja z positiivsed taisarvud nii, et —+ S = Mis on y suurim vdimalik vaartus avaldatuna z kaudu?

4) Leia vorrandi i+ % = 2—10 kdik voimalikud lahendid, kus x ja y on positiivsed taisarvud ja x <.

5) Leia vorrandi i+ % + i = 1 kdik voimalikud lahendid, kus x, y ja z on positiivsed taisarvud njing x<y < z.

L 1,01 11 e . .
6) Leia vorrandi ;+ 5 +t-=2 kdik voimalikud lahendid, kus x, y ja z on positiivsed taisravud x <y < z.



JADAD

3. 206

0,111,3,5,2,5,1,9,6,5,4,1, 13, 13, 15, 15,17, 19, 19, 21, O, 3, 10, 17, 22, 27,1, 3, 15, 27, 8§, 19, 1, 15, 31,
11, 28, 7, 27, 3, 26, 3, 23, 41, 20,5, 37,17, 46, 25, 0, 33, 13, 49, 30, 7, 43, 19, 52, 29, 14, 61, 41, 19, 5, 59, 50, 37,
22,7,67,55,43, 29,15, 3,68, 57, ..

2+z+5+F+11+13+17+19 +23 +

Jitik, kul esimese n algarvu summa jagatakse n-ga.



JADAD

3. 206

0, 3, 26, 255, 3124, 46655, 823542, 16777215, 387420488, 9999999999, 285311670610, 8916100448255,
302875106592252, 11112006825558015, 437893890380859374, 18446744073709551615,
827240261886336764176, 39346408075296537575423, 1978419655660313589123978

a(n) = W -1



JADAD

R0, 3

1,2,3,2,5,6,7,2,3,10, 11, 12, 13, 14, 15, 2, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 5, 26, 3, 28, 29, 30, 31, 2, 33,
34, 35, 6,37, 38, 39,40, 41, 42, 43, 44, 45, 46,47, 48, 7, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62,
63, 2, 65, 66, 67, 68, 69, 70,71, 72,73,74

n = mR, kus n, mja R ow thlsarvud ning R >= 1, sits a(n) vihim
volmlile vidvtus on me.



JADAD

R0, 3

1,2,3,2,5,6,7,2,3,10, 11, 6, 13, 14, 15,4, 17, 6, 15, 10, 21, 22, 23, 6, 5, 26, 3, 14, 29, 30, 31, 4, 33, 34, 35,
6,37, 38, 39, 10, 41, 42, 43, 22, 15, 46,47, 12, 7, 10, 51, 26, 53, 6, 55, 14, 57, 58, 59, 30, 61, 62, 21, 4, 65, 66,
67,34,69,70,71,6,73,74,15, 38,77,78

Vithine avrv, mille kuup jagub anuga n.
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Millal jagub titisarv arvuga 3?



3.1.1. Pohimdisted ja -tulemused

Definitsioon 3.1.1. Positiivne kiimnendsiisteemi tdisarv on Niveni arv (Niven number), kut

see arv jagub oma numbrite summaga [65].

Niiteks arv 2010 on Niveni arv, sest jagub oma numbrite summaga.

Esimesed Niveni arvudon: 1,2,3,4,5,6,7, 8,9, 10, 12, 18, 20, 21 [53, A005349].
Niveni arvude definitsioonist ldhtuvalt saab teha kolm ilmset jareldust.

Jiireldus 3.1.1. Algarv saab olla Niveni arv vaid sel juhul, kui see on viiksem kui 10.
Jireldus 3.1.2. Koik posititvsed tidisarvulised jarkarvud on Niveni arvud.

Jiireldus 3.1.3. Niveni arve on |0pmata palju.

Niveni arvud on niide sellistest arvudest, mille defineerimisel on oluline, millises
arvusiisteemis on vaadeldav arv iiles kirjutatud. Niiteks kiimnendsiisteemi arv 7 jagub oma
numbrite summaga ja on definitsiooni 3.1.1 mdttes Niveni arv. Kui kasutada selle arvu

kahendesitust 7,, =111, suis see e1 jagu oma numbrite summaga 11, . Seetdttu on kasutusele

voetud jargmine mdiste [65].



Definitsioon 3.1.2. Posititvne k-ndsiisteemi & = 2 tédisarv on k-Niveni arv (k-Niven number),
kut see arv jagub oma numbrite summaga.

3.1.2. Super-Niveni arvud

Matemaatikute Cooperi ja Kennedy tdodes on lihemalt uuritud ka ihte Niveni arvude
alamhulka, mida nad nimetavad super-Niveni arvude hulgaks [16].

Nimetatud arvude defineerimisel vaadeldakse kiimnendsiisteemi positiivse tdisarvu n korral
hulka K, , mille moodustavad arvu » nullist erinevad numbrid ja kdik véimalikud nullist
erinevate numbrite summad.

Niiteks K ;= {1,8,9=8+1}, K,,= {1,2,3=2+1}, K,,,,= {1,2,3=2+14=2+1+1}.

Definitsioon 3.1.3. Positiivne kiimnendsiisteemi tdisarv n on super-Niveni arv, kul arv n

jagub koikide arvudega, mis kuuluvad hulka XK.

Niiteks arv 2010 on super-Niveni arv, sest K,,,,= {l, 2, 3=2+1} ning 2010 jagub arvudega

1,2ja3.
Esimesed super-Niveni arvud on: 1,2,3, 4,5, 6,7, 8,9, 10, 12, 20, 24, 30, 36, 40, 48, 50, 60,
70, 80, 90, 100, 102, 110, 120, 140, 150.

Super-Niveni arvu definitsioonist Lihtuvalt saame teha kolm lihtsat jareldust.

Jiireldus 3.1.4. Koik super-Niveni arvud on Niveni arvud.



3.1.

3.2.

3.3.

Kas koik arvuga 9 jaguvad arvud on Niveni arvud?

Leia vihim posititvne arv m, mille korral 2™
a) e1 ole Niveni arv,

b) on Niveni arv, kut m > 3.

Nimetame arvu m Niveniauguks, kui arv m e1 ole Niveni arv, aga arvud m—1 ja
m+1 on Niveni arvud. Kui palju on arvust 100 viiksemaid Niveniauke? Kas on

Oige, et Niveniauk on alati paaritu arv?



3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

Leia vihimad Niveni arvud, mille numbrite summad on vastavalt 11 ja 13.

Arvust 300 viiksemate Niveni arvude seas on neli sellist arvu, mille numbrite

summa e1 ole Niveni arv. Leia need arvud.

Arv 10 on Nivenmorfne arv. Leia vihim selline Niveni arv, mille numbrite summa
on 10 ja mille viimastest numbritest moodustub arv 10. Kui palju on selliseid

neljakohalisi arve?

Millised numbrid tuleks kirjutada 222222 arvule 16ppu, et see oleks super-Niveni

arv?

Asenda tihed 4 ja B nullist erinevate numbritega nii, et arv 148000 oleks super-
Niveni arv. Leia koik voimalused. Kui palju on nende seas selliseid, et ka arv

14800 on super-Niveni arv?
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Lahendus 1:

n. kujundis 1 + 4(n+1) + 2 Tos = 1+4n+4+2((" +1)2(" h 2)) =
= 5+4n+(n+1)(n+2)=5+4n+n%+2n+n+2= n2+7n+7 punkti
Seega kui n=47, siis punkte on 472+7-47+ 7=2209+329+7=2545

Jargnevates lahendustes ei ole koiki teisendusi tehtud — on vaid antud idee, kuidas tiikeldada.
Tn — tahistab n. kolmnurkarvu



Lahendus 2:

| O
L JON L O N
O e L L el N 0@ 0000
96000 20000 OOQ 9000 O0GOS
L NN N 0000 OQ®O® o000 O0OC®OOOS®
@ @ @
@ (€] ®
@ @
@

Kujund koosneb ristkilikust, 10igust pikkusega (n+1), I0igust pikkusega n ja kahest n.
kolmnurkarvust.
Seegan.arvon (2 - (2n+3)) + n+1 + n + 2T =

Lahendus 3:
> eogee
00 00 0 © 0000
000 0 @0..& (o7 N N N J
0000 0000000 EE K XK
0000 0000000 o000
CgQepq|| P00 epTo0 oHONOmON |
ode DO0Qgepodg coodQge
podenad boo0oqQe
(OMO) (]

Kujundi saame kui ruutarvust lahutame ara kaks ruutarvu ja kaks kolmnurkarvu:
Seega n. arvon: (2n + 3)%- 2(n+1)2- 27,



Lahendus 5:

Kujund koosneb kahest kolmnurkarvust, mis on Uhe vorra vaiksemad I6igust.
Seegan.arvon 2(Tasz~ 1)+ (2n+3) = ......

Lahendus 6:
LB N J .:::O
LN ] EXXXXN EXEEX XK KN
iy ::::2::] Cheaedelss
L L ] L ]
] ,,:,, ;—
.

Esimeses kujundis on 15 punkti, teises on 25, kolmandas 37, neljandas 51 punkti.

Paneme tahele, et teises kujundis on 10 punkti rohkem kui esimeses, kolmandas on 12 punkti
rohkem Kui teises, neljandas on 14 punkti rohkem kui kolmandas.

Paneme tahele, et vahe laheb 2 vérra suuremaks kui oli eelmine vahe.

Samas: Alati tuleb 5 viis juurde - alla see Uksik ja siis see ruuduke ja veel lisandub see ks rida,
kus n kujundis on 2n+1 arvu.

Ja kui niimoodi jarjest jalgida, siis 15-le tuleb n. arvus lisaks (5(n-1)+ (5+7+9+...+(2n+1))

Seega n. arvu saab arvutada valemi abil: 15+ (5(n-1)+ (5+7+9+...+ (2n+1))



Lahendus 7:

(n+2)*(n+1)
(n+2)2+(n+2)(n+1 Hn+1-2Th= (n+2)*(n+1) (I;+2)£(n+l)
= (n+2)(n+2)+(n+2)(n+1)+n+1—2Tn= n+2 2 n+2 L) Tﬂ CER R R J
n °

= n?42n+2n+4+n?+2n+n+2+n+1-2T= B ﬁﬁ Tn @ o j n eeee T,
= n?+n%+2n+2n+2n+n+n+4+2+1-2T,= B ﬁ o

ntl n+ ntle
= 2n2+8n+7-210 D =

= 2n%+8n+7-n(n+1)=2n?+8n+7-n%-n=

=n24+7n+7
Lahendus 8: "
(+1n+2) [+2)n+3) 3(n+1)= N
2 2 fo

=n2+4n+4+3n+3=n?2+7n+7 .r"./I D




112,5



Ulesannete tingimuste muutmine,
Latendamine, iloistamine....
ehk probleemide ringl uurimine



. v w. v V. J . J . 11

D C
7. Alex voltis ruudu ABCD moboda
diagonaali pooleks ja sai tulemuseks
kolmnurga ABC. Seejarel voltis ta saadud
kolmnurga kulje BC kuljele AC. Leia nurga p 5 A

AXC suurus (vt. joonist).

A: 108° B:1125° C:120° D: 145° E: 19£,5%
© KANGURU



21) A pentagon was folded from a square of paper, as shown in the figure. At first the
edges BC and DC were folded to the diagonal AC, so that the corners B and D lie on
the diagonal and then the resulting shape was folded so that the vertex C coincided

with the vertex A.
D ) C . C
A B A A'=C'

What 1s the size of the angle indicated by a question mark?
A) 104° B) 106.5° C) 108° D) 112.5° E) 114.5°

source: Kangaroo 2002, Cadet D e
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Fold in half twice : (2]

to make creases 1 CL_ltitwith
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Tail (a)



https://www.youtube.com/watch?v=OmLhCyX9YcE _y
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Antud ruudu kilg 4a.

Sabaks jadv must ruut.
Diagonaali pikkus: 2av2 — 2a = 2a(+/2 — 1)
Pindala: 4a?(v2 — 1)? = 4a?(3 — 2V2)

Peaks jadv must ristkdlik.

Ruut kiljega a.
Vaatleme tdisnurkset kolmnurka nurkadega 90°, 22,5° ja 67,5°

ning mille pikem kaatet on a ja lihem x.
X

Seega tan22.5 = ~.
tan22.5 = V2 —-1.

Seega x = a(v/2 — 1).

Musta ristkiliku lGhem kilg on a\/i(\/? — 1) = a(2 —2).

Musta ristktliku pikem kulg:

V2(a —x) = \/—Z_(a —a(vV2 - 1)) = v2(2a — aV2) = 2a(v2 - 1).
Pindala: a(2 — \/—2_) . Za(ﬁ - 1) = 2a2(3\/§ —4)



[~

Antud ruudu kulg 4a.

Musta osa kogupindala

a?(3 —2V2) + 2a?(3V2 — 4) = a?(4V2 - 5)






Cast Aluminium 112.5 Degree Traditional
\ Pipe Bend Non-Eared

rrom

£18.83 exvar
£22.60 Inc VAT

Estimated delivery 8-10 working days

Please select ]

Please select
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THEGARDENSPACE.CO

112.5 Degree Bend In White -
Square

£1.99 +VAT

Quantity

S
k— 1 +

Buy with Shap

More payment options

\
\ - - @ Customer Service (Oniine
\ Qi :
N 4 Need Help? Chat with us
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